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Пороупругая модель колебаний твердых биологических 
тканей при гармоническом воздействии  

 
Маслов Л.Б., канд. техн. наук 

 
Предложена анизотропная модель биологической ткани как эффективной сплошной среды, 

описываемой уравнениями теории пороупругости Био. Разработана конечно-элементная пороупру-
гая модель большеберцовой кости голени человека, проведен расчет амплитудно-частотных харак-
теристик и распределения давления в порах компактной и губчатой костных тканей в случае выну-
жденных гармонических колебаний большеберцовой кости. 
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Рorouprugaya model of oscillations of solid biological tissues at harmonic effect  

 
Maslov L.B., Candidate of Engineering Science 

 
The anisotropic model of a biological tissue as effective continuum circumscribed by equations of the 

theory porouprugosti Bio is offered. Is developed certainly - element porouprugosti model of a tibial bone of an 
anticnemion of the person and the calculation of amplitude-frequency characteristics and pressure profile in 
pores of compact and spongy osteal tissues is conducted in case of enforced simple harmonic motions of a 
tibial bone. 
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Мягкие и твердые ткани, образующие 

структурные элементы опорно-двигательного 
аппарата животных и человека, такие как ске-
летные мышцы, сухожилия и кости, представля-
ют собой насыщенные физиологической жидко-
стью пористые деформируемые тела. Классиче-
ская теория упругости имеет ограниченные воз-
можности в описании динамического поведения 
биологических структур, в котором существен-
ную роль играют диссипативные процессы, обу-
словленные наличием вязкой жидкости в порах 
и на молекулярном уровне. Наиболее распро-
страненная модель упругих тел как континуума 
точек, имеющих три степени свободы, хорошо 
подходит для описания конструкционных мате-
риалов, не имеющих внутренней структуры. Од-
нако уже в случае композиционных материалов 
возникает необходимость использования более 
сложных моделей сплошной среды и аппарата 
эффективных упругих характеристик. В случае 
же живых тканей корректное математическое 
описание внутренней структуры тем более необ-
ходимо, поскольку распределение давления в 
порах и обусловленные давлением потоки внут-
ритканевой жидкости играют существенную роль 
в клеточном метаболизме. Считается, что дина-
мические потоки играют важную роль не только 
в питании клеток, но и в работе механочувстви-
тельной системы кости. В частности, можно от-
метить такие механобиологические процессы, 
как динамическое поддержание необходимого 
содержания кальция в костной ткани и обратный 
эффект остеопороза в результате отсутствия 
двигательной активности должного уровня, ус-
корение процесса кальцификации костной мозо-
ли в зоне перелома или заживления поврежден-

ных мягких тканей при наличии дополнитель-
ного динамического воздействия, повышение 
мышечной силы спортсменов в результате 
электровибрационной стимуляции. Очевидно, 
что осредненное описание биологических тка-
ней как классической сплошной среды с тремя 
степенями свободы в каждой материальной 
точке является в данном случае слишком гру-
бым приближением и не может предоставить 
достаточного теоретического обоснования 
биомеханического эффекта, достигаемого за 
счет применения динамического стимулирова-
ния живых тканей. 

Теория гетерогенных сред предоставля-
ет более широкие возможности для математи-
ческого описания как взаимодействия твердых 
и жидких фаз в природных и конструкционных 
материалах, так и физиологических процессов, 
происходящих в живых тканях. Значительное 
распространение получила теория эффектив-
ной пороупругости, разработанная в работах 
Мауриса Био [1, 2], использующая континуаль-
ный подход механики сплошных сред [3, 4]. 
Согласно теории пороупругости Био, предпо-
лагается, что в пористом материале могут 
быть выделены твердая фаза, представляю-
щая собой упругий формообразующий скелет 
и воспринимающая основную силовую нагруз-
ку, и жидкая фаза, полностью или частично 
заполняющая поры. Определяющие соотно-
шения двухфазного материала, сформулиро-
ванные Био на основе феноменологического 
подхода механики сплошных сред, в случае 
анизотропии упругих и гидравлических свойств 
могут быть записаны следующим образом: 

( ) ( ) ( );(1) u,U C u Qe Uσ = ⋅ ⋅ε +  (1)
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( ) ( ) ( ),(2) u,U E Q u Re Uσ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ε +  (2)

где u, U – вектора перемещений твердой и жид-
кой фаз; ε – тензор малых упругих деформаций 
твердой фазы; е – объемная деформация жид-
кой фазы; σ(1), σ(2) – тензоры условных напряже-
ний в твердой и жидкой фазах; C – тензор чет-
вертого ранга эффективных упругих модулей 
твердой фазы; Q – тензор коэффициентов, оп-
ределяющих взаимное влияние деформаций 
одной из фаз на возникающие напряжения в 
другой фазе; E – единичный тензор второго ран-
га; R – гидростатическая константа, которую 
можно интерпретировать как эффективный мо-
дуль объемного сжатия жидкой фазы. 

Уравнения (1), (2) связывают между собой 
эффективные напряжения в твердом каркасе и 
жидкости с деформациями твердой и жидкой 
фаз с помощью эффективных модулей. В соот-
ветствии с механическим смыслом объемной 
упругой деформации, объемная деформация 
жидкой фазы равна изменению объема жидко-
сти в порах по отношению к первоначальному 
объему, т.е. характеризует изменение доли жид-
кости в представительном элементарном объе-
ме гетерогенного материала. Давление в порах 
определяется условным гидростатическим дав-
лением, возникающим в жидкой фазе: 

(2) (2) (2)
11 22 33 ,p−ϕ = σ + σ + σ  (3)

где p – давление в порах; ϕ – пористость. 
Вывод уравнений динамики пороупругого 

эффективного континуума при использовании 
смешанной u-p формулировки приводит к сле-
дующим определяющим  соотношениям пороуп-
ругого континуума: 
( ) ( ) ;d eu,p C u Ap (u) Apσ = ⋅ ⋅ε − ≡ σ −  (4)

( ) 2 1, ( ) ,u p A u R p−ς = ⋅ ⋅ε + ϕ  (5)

где ( ) ( )e du C uσ = ⋅ ⋅ε  – тензор напряжений в точ-
ках твердой фазы, вызываемый только деформа-
циями упругой матрицы материала; Cd – тензор 
четвертого ранга упругих модулей эффективной 
пороупругой среды в дренированном состоянии; 
A – тензор Био, учитывающий вклад напряжений 
жидкой фазы в выражение полного тензора на-
пряжений двухфазной среды; ζ – скалярная пе-
ременная, численно равная относительному из-
менению содержания жидкости в порах. 

 

Тензор коэффициентов эффективных 
напряжений Био A и тензор упругих модулей 
среды в дренированном состоянии Cd выра-
жаются через исходные материальные кон-
станты двухфазной среды C, Q и R: 

A ;
Q

E
R

 = ϕ + 
 

 
(6)

1 .dC C R QQ−= −  (7)

Рассмотренная математическая модель 
биологических структур как пористого упруго-
го материала, насыщенного жидкостью, и 
численный алгоритм реализованы в автор-
ском конечно-элементном комплексе [5]. Сис-
тема конечно-элементных уравнений, описы-
вающих установившиеся гармонические ко-
лебания эффективной среды на основе опре-
деляющих уравнений пороупругого тела (4) и 
(5), имеет следующий вид: 

( )( ) ( )2
1 2 ;K M i L U H i H P F− ω − ω − + ω =  (8)

( ) ( )1
1 2 0,

T
H i H U D i G P−− + ω + − + ω =  (9)

где M, K – стандартные глобальные матрицы 
массы и жесткости; L – дополнительная гло-
бальная матрица массы; H1, H2 – глобальные 
матрицы взаимного влияния распределения 
давления жидкости в порах и деформации уп-
ругого скелетона; D и G – глобальные матрицы 
насыщения и проницаемости; U, P – глобаль-
ные векторы комплексных амплитудных значе-
ний перемещений и давлений в узлах конечно-
элементной сетки; F – глобальный узловой 
вектор объемных и поверхностных сил. 

Рассмотренная модель пороупругой среды 
была использована для расчета вынужденных 
колебаний и давления в порах изолированного 
образца большеберцовой кости голени человека 
под действием поперечной силы, изменяющейся 
по гармоническому закону с частотой ω. Конечно-
элементная модель боль-шеберцовой кости 
среднестатистического человека была разрабо-
тана на основе фотографических снимков попе-
речных срезов, представленных в компьютерной 
базе данных проекта Visible Human Национально-
го Института Здоровья США [6]. Значения мате-
риальных констант тканей, полученные расчет-
ным путем согласно разработанному алгоритму 
вычисления эффективных модулей композитных 
материалов [7], представлены в таблице. 

 

Эффективные упругие и гидравлические модули пороупругой среды  
Эффективные характеристики пороупругой среды 

Модули упругости среды в дренированном состоянии Тензор Био Гидроста-
тическая 
константа 

Порис-
тость Плот-

ность 

Е11=Е22 Е33 G13=G23 G12 ν13=ν23 ν12 A11=A22 A33 R 

Структурный 
элемент 
кости 

% кг/м3 МПа МПа МПа МПа     МПа 
Компактная 
кость 10 1469 11200 21100 6190 4050 0,224 0,331 0,567 0,494 169 
Губчатая 
кость 80 1104 434 1510 333 175 0,104 0,241 0,984 0,961 1790 
Костный 
мозг 96 1021 26,7 26,7 11,1 11,1 0,202 0,202 0,999 0,999 2200 
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Граничные условия, наложенные на переме-

щения упругого скелетона, моделируют одноосное 
шарнирное соединение большеберцовой кости в 
коленном и голеностопном суставах. В соответствии 
с этим, закреплены средние точки на торцевых по-
верхностях диафизарных отделов большеберцовой 
кости таким образом, чтобы позволять ей совершать 
вращательные движения в сагиттальной плоскости. 
Внешняя гармоническая сила (Fx = Fy = 1 Н) лежит в 
плоскости (XY) перпендикулярно продольной оси 
голени Z, задана в узле на внешней кромке больше-
берцовой кости и изменяется в частотном диапазоне 
от 0 до 1 кГц. Принято также, что внешняя поверх-
ность кости представляет собой непроницаемую 
стенку, что означает отсутствие заданных потоков 
жидкости через поверхность.  

В результате численного анализа определе-
ны основные изгибные формы колебаний больше-
берцовой кости в сагиттальной (YZ) и фронталь-
ной (XZ) плоскостях. Резонансные частоты, соот-
ветствующие изгибным модам, равны 201 и 279 Гц 
для первой моды в плоскости (YZ) и (XZ) и 713 и 
831 Гц – для  второй моды. Кроме того, в иссле-
дуемый диапазон попали две смешанные формы 
колебаний на частотах 582 и 956 Гц. Резонансной 
частоте 582 Гц соответствует изгиб с кручением 
относительно продольной оси, а частоте 956 Гц – 
изгиб с продольной деформацией. На рисунке 
приведены графики резонансных кривых для трех 
точек, характеризующих компактную и губчатую 
костные ткани, а также костный мозг в среднем 
сечении кости.  

Интересно отметить, что первые формы ко-
лебаний кости имеют большие амплитуды колеба-
ний в поперечной плоскости, что может быть ис-
пользовано при разработке методов резонансной 
вибрационной диагностики повреждений опорно-
двигательного аппарата человека, так как это об-
легчает процесс измерения колебаний. Однако 
для детальной разработки алгоритма диагностики 
необходимо также рассмотреть чувствительность 
резонансных частот к механобиологическому со-
стоянию кости в зоне перелома. С другой стороны, 
а именно, с точки зрения вопроса восстановления 
костной ткани в зоне перелома, более важным 
представляется характер распределения давле-
ния жидкости в порах в компактной костной ткани. 
Это связано с тем, что именно благодаря движе-
нию внутритканевой жидкости обеспечивается как 
доставка питательных веществ и строительных 
микроэлементов клеткам, так и регуляция работы 
всей механочувствительной системы костных тка-
ней. Графики амплитудно-частотных характери-
стик и зависимости давления от частоты показы-
вают, что в случае второй изгибной формы в са-
гиттальной плоскости и изгибно-продольной фор-
мы давление в ткани достигает существенных зна-
чений при существенно меньших перемещениях 
упругого скелетона. Кроме того, распределение 
давления в потенциальной зоне перелома стано-
вится неоднородным, что характеризует увеличе-

ние вибрационных потоков жидкости как в 
продольном, так и в поперечном направле-
ниях, что гипотетически должно интенсифи-
цировать процесс остеосинтеза после по-
вреждения. Отметим также, что старшие, и 
особенно продольные, формы колебаний не 
только повышают «коэффициент полезного 
действия» вибрационной стимуляции, но 
также снижают возможные болевые ощуще-
ния, которые могли бы быть вызваны попе-
речными смещениями значительной ампли-
туды. Наконец, еще одно преимущество от-
меченных форм колебаний с технической 
точки зрения состоит в том, что добротность 
соответствующих парциальных колебатель-
ных контуров заметно меньше остальных. 
Это означает, что неизбежное несовпадение 
расчетной и реальной собственных частот, 
на которых планируется проводить вибраци-
онную стимуляцию, не должно оказывать 
существенного влияния на эффективность 
процедуры. 

Амплитудно-частотные характеристики модели больше-
берцовой кости, рассчитанные с помощью авторского 
программного комплекса в трех узлах среднего попереч-
ного сечения вдоль оси Y, относящихся к различным ви-
дам тканей:    – АЧХ в точке компактного вещества;  
- - - - - -  – АЧХ в точке губчатого вещества; ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ – АЧХ в точке 
костного мозга, заполняющего внутренний канал 

 
Полученные результаты имеют ясный 

физический смысл и позволяют использовать 
разработанный подход для расчета сложных 
биомеханических систем, насыщенных жид-



 «Вестник ИГЭУ»    Вып. 3     2009 г. 

 
 ГОУВПО «Ивановский государственный энергетический университет имени В.И. Ленина» 

4 

костью, таких как длинные трубчатые кости опорно-
двигательного аппарата, связки, хрящи, сухожилия 
и скелетные мышцы, для математического описа-
ния которых аппарат теории двухфазных сред 
представляется наиболее естественным. Иденти-
фикация механического аспекта, ответственного за 
запуск процесса остеосинтеза, может дать теоре-
тическую базу для разработки биомеханических 
методов и устройств для лечения остеопороза, 
интенсификации процесса восстановления кости 
после перелома, стимуляции врастания костной 
ткани в материал имплантата.  
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